
Physik II - Fynn Krebser
fkrebser@student.ethz.ch

Wellen
Einleitung

Def. (Welle) Zeitliche und räumliche Störung ei-
nes Mediums.
Def. (Transversal) Störung senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung.
Def. (Longitudinal) Störung parallel zur Aus-
breitungsrichtung.

Wellentypen
Def. (Wellenfunktion) ξ = ξ(x, t) beschreibt die
Auslenkung der Welle.
Def. (Dispersion) Veränderung der Form des
Wellenberges.
Dispersion wird im folgenden vernachlässigt.
Satz + nach Links, − nach Rechts

ξ(x, t) = f(x± vt).

Def. (Phasengeschwindigkeit) v in der obigen
Gleichung.
Def. (Harmonische Welle) ξ(x, t) = ξ0 sin(k(x ±
vt))

Satz
k =

2π

λ
.

Satz
ξ(x, t) = ξ0 sin(kx± ωt+ ϕ0).

Satz (Zusammenhang der Wellenparameter)

ω =
2π

T
= 2πf = vk =

2πv

λ
.

Satz (Wellengleichung)

∂2ξ

∂t2
− v2

∂2ξ

∂x2
= 0.

Satz (Lösungen der Wellengleichung) Für f, g
beliebig löst folgendes die Wellengleichung

ξ(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt).

Satz (Transversalwelle)

ξ(z, t) =

Ax

Ay

0

 cos(kz − ωt).

Satz (Phasengeschwindigkeit Seilwelle)

v = ±
√

T

µ
= ±

√
T

ρA
.

T : Tension, µ: lineare Massendichte.
Def. (Ebene Welle) Der Geometrische Ort Oszil-
latoren gleicher Phase ist eine Ebene senkrecht
zu v.

ξ(r, t) = A cos(k · r − ωt).

Def. (Verschiebungsvektor)

r21 = r2 − r1.

Satz (Transversale Welle)

ξ(r, t) =

 Ax

Aye
i∆δ

0

 ei(kz−ωt). (1)

Def. (Lineare Polarisation) ∆δ = 0 oder π in
Gleichung 1.
Def. (Zirkulare Polarisation) ∆δ = ±π

2
und

Ax = Ay in Gleichung 1.
Def. (Richtung der Zirkulation) Rechtszirkular:
∆δ = π

2
; Linkszirkular: ∆δ = −π

2
.

Def. (Elliptische Polarisation) Alle anderen Fäl-
le von ∆δ und Ax, Ay in Gleichung 1.
Konzept (Polarität bestimmen) Für Polarisati-
onsrichtung: Daumen in Wellenrichtung, Korken-
zieher zeigt in Rechtszirkular für fixiertes z.
Def. (Wellengleichung im Raum)

∂2ξ

∂t2
− v2∇2ξ = 0.

Bsp. (Kugelwelle)

ξ(r, t) =
A1

r
f1(kr − ωt) +

A2

r
f2(kr + ωt).

Faktor 1
r

zeigt, dass Amplitude mit Abstand ab-
nimmt. In 2 Dimensionen wäre die Amplitude
proportional zu r−0.5

Satz (Energiedichte mechanischer Welle)

dW

dV
= ρv2

(
df

d(x− vt)

)2

.

Setzt sich zu gleichen Teilen aus kinetischer und
potentieller Energie zusammen.
Satz (Energiedichte harmonischer Welle)

dW

dV
= ρω2A2 sin2(k(x− vt)).

Satz (Mittlere Energiedichte harm. Welle)〈
dW

dV

〉
=

1

2
ρω2A2.

Def. (Intensität) Leistung welche durch eine Flä-
che A pro Zeit t transportiert wird.

I =
d2W

dAdt
=

dW

dV
v.

Satz (Mittlere Intensität der harm. Welle)

⟨I⟩ = 1

2
ρω2A2v =

1

2
ρ
ω3

k
A2.

Def. (Energieflussdichte)

S = In̂.

Dies ist bekannt als Poynting-Vektor in der Elek-
trodynamik.
Def. (Energiestrom)

dW

dt
= Ẇ =

¨
A

S · dA.

Superposition
Satz (Superposition) Seien ξ1 und ξ2 Lösungen
der Wellengleichung, so ist auch ξ = ξ1 + ξ2 eine
Lösung der Wellengleichung.
Def. (Kohärenz) Zeitlich: Nullphasenwinkel δ
konstant; Räumlich: Wellefronten können über-
lappen
Def. (Gangunterschied)

∆x = x2 − x1.

x1 und x2 sind die Abstände zwischen Quelle und
Messpunkt.
Satz (Superposition harm. Wellen) Gegeben ξ1,
ξ2 gleicher Amplitude und Kreisfrequenz, so gilt

ξ = 2A cos

(
δ + k∆x

2

)
︸ ︷︷ ︸

Amplitude

sin

(
kx1 − ωt+

δ + k∆x

2

)
︸ ︷︷ ︸

Harmonische Welle

Die Amplitude ist Zeitunabhängig!
Def. (konstruktive Interferenz) Resultierende
Welle hat doppelte Amplitude,

δ + k∆x

2
= nπ.

Def. (destruktive Interferenz) Resultierende We-
lle verschwindet

δ + k∆x

2
=

2n+ 1

2
π.

Konzept Kohärenz ist notwendig für Interfe-
renz. Glühlampen können daher nicht interferie-
ren.
Def. (Schwebung) Zwei Wellen mit gleicher Am-
plitude, aber leicht unterschiedlichen Frequenzen
überlagern sich.

ξ = 2A cos

(
∆ω

2
t

)
sin

(
kx− ωt+

∆ω

2
t

)
.

Schwebefrequenz ist definiert als fS = |f1 − f2|.

Reflexion und Transmission
Def. (Reflexion & Transmission) Trifft ein Medi-
um auf eine Grenzfläche wird ein Teil durchgelas-
sen (Transmission) und ein Teil wird zurücklau-
fen (Reflexion).
Satz ω bleibt konstant, v, k, λ ändern sich.
Satz (Die Drei Wellenfunktionen)

ξA = A exp(i(+k1x− ωt))

ξR = R exp(i(−k1x− ωt+ δR))

ξT = T exp(i(+k2x− ωt+ δT )).

Satz (Amplitudenstetigkeit)

lim
x→0−

(ξA + ξR) = lim
x→0+

ξT .

Satz Eine zweite Randbedingung aus z.B. einer
Kraftbilanz an der Grenzfläche löst das Problem
vollständig und liefert R und T .
Bsp. (Seilwelle)

S1
∂ξA
∂x

∣∣∣∣
x=0

+ S1
∂ξR
∂x

∣∣∣∣
x=0

= S2
∂ξT
∂x

∣∣∣∣
x=0

.

Satz
T sin δT = R sin δR.

Def.

α :=
k2S2

k1S1
=

√
S2ρ2
S1ρ1

.

Satz

δT = 0, δR =

{
0 α < 1

π α > 1
.

Satz
R =

1− α

1 + α
, T =

2

1 + α
.

Kehren wir kurz zur Seilwelle zurück, so gilt
Def. (Offenes Ende)

α = 0 ⇒ R = 1, T = 2.

Das Seil kann frei am Ende schwingen.
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Def. (Festes Ende)

α → ∞ ⇒ R = −1, T = 0.

Das Seil ist am Ende festgehalten.

Stehende Wellen
Satz (Superposition von Gegenläufigen Wel-
len) Gegeben, ξ1 = A cos(kx − ωt) und ξ2 =
A cos(−kx− ωt+ δR), so gilt

ξ = 2A cos

(
kx− δR

2

)
sin

(
ωt− δR

2

)
.

Def. (Stehende Welle) Eine Welle, welche nicht
mehr fortschreitet, sondern an einem Ort oszil-
liert. Sie ist gekennzeichnet durch Knoten (Orte,
an welchen die Amplitude immer Null ist) und
Bäuche (Orte, an welchen die Amplitude maxi-
mal wird).
Satz (Reflexion am harten Medium) α → ∞
führt zu δR = π und damit

ξ = 2A sin(kx) sin(ωt).

Garantierter Knoten an der Grenzfläche (x = 0).
Satz (Reflexion am weichen Medium) α = 0
führt zu δR = 0 und damit

ξ = 2A cos(kx) sin(ωt).

Garantierter Bauch an der Grenzfläche (x = 0).
Bsp. (Energiedichte mit hartem Medium)

dT

dV
= 2ρA2ω2 sin2(kx) cos2(ωt)

dV

dV
= 2ρA2ω2 cos2(kx) sin2(ωt).

Für ωt = nπ ist die Energie vollständig kinetisch,
für ωt = (2n+1)π

2
ist die Energie vollständig po-

tentiell.
Satz (Einhüllende stehender Wellen)

u(x) = u0 cos(kx+ φ) = A cos(kx) +B sin(kx).

Die Konstanten werden durch die Randbedingun-
gen bestimmt.
Satz (Beidseitig fixierte Saite) Es gilt u(x = 0) =
u(x = L) = 0, somit A = 0 und kl = nπ, also

kn =
nπ

l

ωn = knv =
nπ

l

√
S

ρ
.

Satz (Einseitig fixierte Saite) Es gilt u(x = 0) =
0 und ∂u

∂x
(x = L) = 0, somit A = 0 und

kl = (2n+ 1)π
2
, also

kn =
(2n+ 1)π

2l

ωn = knv =
(2n+ 1)π

2l

√
S

ρ
.

Dopplereffekt
Satz (Dopplereffekt)

fB = fQ
u+ vB
u+ vQ

.

u: Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, vB :
Geschwindigkeit des Beobachters, vQ: Geschwin-
digkeit der Quelle. vQ ≥ 0 falls Quelle sich weg-
bewegt, vB ≥ 0 falls sich Quelle zum Beobachter
hinbewegt.
Satz (Mach-Kegel)

sin θ =
u

vQ
.

θ: Halber Öffnungswinkel des Kegels.

Elektrostatik
Die elektrische Ladung

Def. (Elektrische Ladung) Eigenschaft eines
Körpers welche positiv oder negativ ist. Gleiches
Vorzeichen stößt sich ab, unterschiedliches Vor-
zeichen zieht sich an. Die Einheit ist C. Ladung
taucht nur in diskretisierten Werten auf.
Satz (Ladungserhaltung) Die Gesamtladung ei-
nes abgeschlossenen Systems bleibt konstant.

Das Coulomb’sche Gesetz

Satz (Coulomb’sches Gesetz)

F21 =
1

4πϵ0

q1q2
r221

r̂21.

ϵ0: Permittivität des Vakuums, r21 = r2 − r1.

Satz (Superposition) Die Gesamtwirkung meh-
rerer Ladungen ist die Vektorsumme der Wirkun-
gen der einzelnen Ladungen.

Fj =
1

4πϵ0

∑
i̸=j

qjqi
r2ji

r̂ji.

Energie einer Ladungsverteilung
Satz (Arbeit an Ladung) Um Ladung aus dem
unendlichen an eine bestimmte Stelle zu bewe-
gen:

W =

ˆ r21

∞
−F21(r) · ds.

Überprüfen, ob nach Arbeit von Aussen oder Ar-
beit von Ladung gefragt ist
Satz (Energie einer Ladungsverteilung)

W =
1

4πϵ0

1

2

∑
i̸=j

qjqi
rji

.

Satz (Earnshaw-Theorem) Kein System statio-
närer Ladungen ist in einem stabilen Gleichge-
wicht unter der alleinigen Wirkung elektrischer
Kräfte.

Das elektrische Feld
Def. (Elektrisches Feld)

E(r0) =
1

4πϵ0

∑
i

qi
r20i

r̂0i.

Satz
F = qE ⇐⇒ E = lim

q→0

F

q
.

Def. (Testladung) Infinitesimale positive Ladung
q welche das Feld nicht beeinflusst.
Konzept (Feldlinien) Feldlinien zeigen die Rich-
tung des elektrischen Feldes an. Je dichter die
Feldlinien, desto stärker das elektrische Feld. Sie
führen von positiven zu negativen Ladungen.
Satz (Feld einer Ladungsverteilung)

E(r) =
1

4πε0

˚
R3

ρ(r′)

|r − r′|2 r̂rr′dV ′.

Für endliche Ladungsdichten konvergiert dieses
Integral.

Das Gauss’sche Gesetz

Satz (Gauss’sches Gesetz)
¨

∂V

E · dA =
1

ε0

˚
V

ρdV.

Satz (Gauss’sches Gesetz in Differentialform)

∇ ·E =
ρ

ε0
.

Felder einfacher Verteilungen
Bsp. (Kugeloberfläche) Gausssche Fläche: Ku-
gelschale

E(r) =

{
0 r < R

1
4πε0

Q
r2
r̂ r > R

.

Bsp. (Volle Kugel) Gauss’sche Fläche: Kugel-
schalen

E(r) =

{
1

4πε0

Qr
R3 r̂ = ρr

3ε0
r̂ r < R

1
4πε0

Q
r2
r̂ = ρR3

3ε0r2
r̂ r > R

Bsp. (Unendlich Langer Draht) Gauss’sche Flä-
che: Zylinder

E(r) =
1

2πε0

λ

r
r̂.

Bsp. (Unendliche Ebene) Gauss’sche Fläche:
Box mit einer Seite parallel zur Ebene

E(r) =
σ

2ε0
n̂.

Die Energie des elektrischen Feldes
Def. (Energiedichte des E-Feldes)

u =
ε0
2
E2.

Satz (Energie der Ladungsverteilung)

U =

˚
R3

ε0
2
E2dV.

Dies ist Äquivalent zur Formel für die Punktla-
dungen.
Andere Möglichkeit wäre Stückweise kleine La-
dungen zu bewegen und die Arbeit zu summieren.
Zum Beispiel, um eine Kugel zu basteln können
wir Kugelschalen stapeln.

Das elektrische Potential
Da
¸
E · ds = 0 existiert ein Potential.

Def. (Potentialdifferenz)

ϕBA = −
ˆ B

A

E · ds.

Satz
E = −∇ϕ.

Feldlinien zeigen in Richtung der Verringerung
des Potentials.

Normalerweise setzen wir ϕ(∞) = 0.
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Satz (Potential mehrerer Ladungen)

ϕ(r) =
1

4πε0

˚
ρ(r′)

|r − r′ dV
′.

Satz (Energie einer Ladungsverteilung)

W =
1

2

˚
R3

ϕ(r)ρ(r)dV.

Dies ist äquivalent zu den beiden anderen For-
meln

Potentiale einfacher Verteilungen
Bsp. (Potentialdifferenz eines Plattenkondensa-
tors)

ϕBA = E∆z.

Bsp. (Potential einer Punktladung)

ϕ(r) =
1

4πε0

q

r
.

r: Distanz Punktladung - Testladung

Die Laplacegleichung
Satz (Poissongleichung)

∇2V = − ρ

ε0
.

Satz (Laplacegleichung) Sind in einem Raum
keine Ladungen vorhanden gilt

∇2V = 0.

Elektrische Leiter
Leiter und Isolatoren

Def. (Leiter) Material in welchem sich Ladungen
frei bewegen können.
Satz (Grundeigenschaften Leiter) Folgendes gilt:

1. E = 0 innerhalb,

2. E = σ
ε0
n̂ ausserhalb,

3. ρ = 0 innerhalb,

4. ϕ ist konstant im Leiter,

5. Spitzeneffekt: Kleinerer Krümmungsradius
=⇒ höheres ρ,

6. Die Gesamtladung ist auf der Oberfläche.
Satz (Spitzeneffekt Quantitativ)

σ1

σ2
=

r2
r1

.

ri: Krümmungsradius

Das allg. elektrostatische Problem
Konzept (allg. Problem) Sind alle Leiter im Va-
kuum müssen wir ∇2ϕ = 0 mit Randbedingun-
gen lösen. Mögliche Formen sind, ϕk für alle Lei-
ter definiert, Qk für alle Leiter definiert oder eine
Mischung.
Typischerweise wird Leiter geerdet um Randbe-
dingung festzusetzen (ϕk = 0).
Def. (Influenz) Verschiebung von Ladungen dur-
ch externe Verteilung von Ladung.
Konzept (Leiter Laden) Durch Erdung eines
Leiters unter Influenz kann eine Ladung Q abflies-
sen oder zugeführt werden, bis ϕ = 0 gilt. Somit
kann ein Leiter durch Erdung geladen werden.
Satz (Eindeutigkeitssatz) Es gibt genau eine Lö-
sung der Laplacegleichung mit gegebenen Rand-
bedingungen.

Faraday’sche Käfige
Def. (Faraday’scher Käfig) Ein abgeschlossener
Leiter, welcher das Innere vor äußeren elektri-
schen Feldern schützt. Dies funktioniert, da das
Elektrische Feld im Hohlraum, mit dem Eindeu-
tigkeitssatz 0 sein muss.
Satz (Umschlossene Ladung) Eine Ladung in ei-
nem Faradayschen Käfig, lässt sich von aussen
nicht lokalisiern, da das E-Feld Positionsunab-
hängig ist.

Kondensatoren
Def. (Kapazität)

C =
Q

ϕ
.

Die Kapazität ist eine geometrische Eigenschaft.
Def. (Kondensator) Ein Kondensator ist ein Lei-
ter, auf welchem Ladungen gespeichert sind.
Satz (Plattenkondensator) Gegeben zwei Plat-
ten mit Abstand d ≪

√
A, so gilt

C =
Aε0
d

.

Satz (Zylinderkondensator) Gegeben zwei Zylin-
der mit Radien R1 und R2, so gilt

C =
2πε0L

ln(R2/R1)
.

Satz (Energie des Kondensators)

W =
Q2

2C
=

CV 2

2
=

QV

2
.

Satz (Serienschaltung von Kondensatoren)

C =
∑
i

Ci.

Satz (Parallelschaltung von Kondensatoren)

1

C
=

∑ 1

Ci
.

Elektrische Ströme
Der elektrische Strom

Def. (Strom) Eine Nettoladung in Bewegung
Def. (Stromstärke)

I =
∆Q

∆t
= nAvq.

n: Anzahldichte der freien Ladungsträger, v:
Driftgeschwindigkeit.
Konzept (Stromrichtung) Entgegen der physi-
kalischen Realität fliesst Strom von + nach -.
Def. (Stromdichte)

J = nqv.

Satz (Strom durch Fläche)

IA =

¨
A

J · da.

Ladungserhaltung
Satz (Kontinuitätsgleichung)

∇ · J = −dρ

dt
.

Satz (Kontinuitätsgleichung in Integralform)

I∂V =

¨
∂V

J · da = −
˚

V

dρ

dt
.

In einem stationären Zustand gilt ∇ · J = 0.

Das Ohm’sche Gesetz
Konzept Bei einem realen Leiter ist

¸
E ·ds ̸= 0

da sonst kein Strom fliessen würde. Die Span-
nungsquelle erzeugt somit ein nicht-konservatives
E-Feld.
Satz (Ohm’sches Gesetz)

J = σE.

σ: Leitfähigkeit.

Def. (Widerstand)

R =
V

I
.

Weniger allgemeine Form des Ohm’schen Geset-
zes
Satz (Widerstand eines Zylinders)

R = ρ
l

A
.

ρ = 1
σ
: spezifischer Widerstand.

Schaltkreise diskreter Komponenten
Satz (Knotenregel) Für einen Knoten in einem
Schaltkreis gilt

∑
Ii = 0.

Satz (Maschenregel) Für eine Masche in einem
Stromkreis gilt

∑
Vi = 0.

Hierfür ist wenn wir einen Widerstand in Strom-
richtung durchlaufen V negativ, wenn wir eine
Spannungsquelle in Stromrichtung durchlaufen V
positiv.
Satz (Serienschaltung von Widerständen)

R = R1 +R2.

Satz (Parallelschaltung von Widerständen)

1

R
=

1

R1
+

1

R2
.

Satz (Spannungsquelle) Eine reale Spannungs-
quelle hat einen Innenwiderstand.

V = ϵ− Ir.

ϵ: Elektromotorische Kraft.

Energieumwandlung von Strom
Satz (Joule’sche Wärme)

P = IV = I2R =
V 2

R
.

Konzept Wenn eine 60 und 100 Watt Glühbirne
in Serie geschalten werden, so leuchtet die 60W
Glühbirne heller da sie den grösseren Widerstand
hat.

Schaltkreise mit Kondensatoren
Konzept Schaltkreise mit Kondensatoren wer-
den mit Differentialgleichungen und den Kirch-
hoff’schen Regeln gelöst. Hierbei ist der Zusam-
menhang I = Q̇ zentral.
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Relativitätstheorie
Galilei’sche Relativität

Def. (Axiome der GR) 1. Zeit und Raum sind
absolut. 2. Die physikalischen Gesetze sind For-
minvariant in Inertialsystemen. 3. Es gibt kein
bevorzugtes Inertialsystem.
Def. (Ereignis) Physikalischer Vorgang, welcher
an einem Ort zu einer Zeit stattfindet.
Def. (Vierervektor)

xE = xµ
E =


ct
x
y
z

 =


x0

x1

x2

x3

 .

Def. (Boost) Transformation von einem Inertial-
system zu einem anderen, welches sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit v bewegt.

β =
v

c
.

Satz (Galileitransformation)

x′µ =


1 0 0 0

−β1 1 0 0
−β2 0 1 0
−β3 0 0 1

xµ.

Satz (Invarianten) Längen und Zeitintervalle
sind invariant unter Galileitransformationen.

Grundlagen der SRT
Def. (Axiome der SRT) 1. Es gibt Inertialsys-
teme in welchen die Naturgesetze Forminvariant
sind. 2. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist
in allen Inertialsystemen gleich.
Def. (Lorentzfaktor)

γ =
1√

1− β2
.

Wichtig: Immer hinschreiben, gibt Punkte!

Uhren und Massstäbe
Def. (Messung) Eine Messung beginnt mit einem
Startereignis und endet mit einem Stopereignis.
Satz (Zeitdilatation) Seien zwei Ereignisse, wel-
che in K′ am selben Ort stattfinden, so gilt

∆t = γ∆t′.

Das Zeitintervall ist in K′ am kürzesten.

Satz (Längenkontraktion) Seien zwei Ereignisse,
welche in K′ gleichzeitig stattfinden, so gilt

∆x =
∆x′

γ
.

Das Längenintervall ist in K′ am längsten.
Satz (Lorentztransformation)

x′µ =


γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0

−βγ 0 0 γ

xµ.

Hierbei wird von K nach K′ mit +β geboostet.
Rückrichtung: −β

Def. (Minkowski-Metrik)

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Satz (Geschwindigkeitsaddition) Für u, v paral-
lel gilt:

u′ =
u− v

1− uv
c2

u =
u′ + v

1 + u′v
c2

.

u: Geschwindigkeit eines Objekts in K, u′: Ge-
schwindigkeit des Objekts in K′, v: Relativge-
schwindigkeit zwischen K und K′.
Satz Raumzeitintervalle ∆s2 = (c∆)2 +(∆x)2 +
(∆y)2 + (∆z)2 sind Lorentzinvariant.
Def. Zeitartig: ∆s2 > 0, es gibt ein Inertialsys-
tem, in welchem die Ereignisse am selben Ort
stattfinden. Raumartig: ∆s2 < 0, es gibt ein Iner-
tialsystem, in welchem die Ereignisse gleichzeitig
stattfinden. Lichtkegel: ∆s2 = 0.
Satz (Steigung im Minkowski-Diagramm)

tanα =
c

v
.

Je schneller sich ein Objekt bewegt, desto steiler
ist seine Weltlinie im Minkowski-Diagramm.

Energie, Impuls und Masse
Def. (Vierergeschwindigkeit)

uµ =
dxµ

dτ
= cγ

(
1
β

)
.

τ : Eigenzeit.

Def. (Viererimpuls)

pµ =

(
E
c

p

)
.

E = mγc2: Energie, p = mγv: Impuls.
Satz

p2 = pµpµ =
E2

c2
− p2 = m2c2.

Satz (Energie-Impuls-Beziehung)

E2 − p2c2 = m2c4.

Def. (kinetische Energie)

Ekin = (γ − 1)mc2.

Satz (Relativistische Zentripetalkraft)

F =
mγv2

r
.

Achtung: γ nicht vergessen!
Satz (Longitudinaler Dopplereffekt)

f = f∗

√
1 + β

1− β
.

f∗: Frequenz der Quelle, f : Frequenz des Beob-
achters. β > 0 falls sich die Quelle auf den Beob-
achter zubewegt.
Satz (Transversaler Dopplereffekt)

f =
f∗

γ
.

Felder bewegter Ladungen

Magnetische Kräfte
Satz (Lorentzkraft)

F = q(E + v ×B).

B: Magnetisches Feld.

Satz (Ampère’sches Gesetz)
˛

B · ds = µ0I.

µ0: Permeabilität des Vakuums.

Ladungsinvarianz
Satz (Ladungsinvarianz) Die Ladung ist ein Lor-
entzskalar.¨

∂V (t)

E(t) · da =

¨
∂V ′(t′)

E′(t′) · da′.

Transformationen elektrischer Felder
Satz

E′
∥ = E∥, E′

⊥ = γE⊥.

Herleitung via Plattenkondensator mit Boost
parallel oder senkrecht zu den Platten.

Felder bewegter Ladungen
Wir betrachten eine Ladung q welche mit v ent-
lang der x-Achse bewegt.
Satz (Feld einer bewegten Ladung)

E′
x =

q

4πε0

γx′

((γx′)2 + y′2 + z′2)3/2

E′
y =

q

4πε0

γy′

((γx′)2 + y′2 + z′2)3/2

E′
z =

q

4πε0

γz′

((γx′)2 + y′2 + z′2)3/2
.

Satz (Eigenschaften) 1. E′
x

E′
z

= x′

z′ unabhängig
von v.

2. Das Feld ist radial aber nicht mehr isotrop
(E⊥ > E∥). Somit ist ∇×E′ ̸= 0.
Satz (Elektrisches Feld)

E′ =
q

4πε0r′2
1− β2

(1− β2 sin2 θ′)3/2
.

Felder beschleunigter Ladungen
Wir betrachten eine instantan beschleunigte La-
dung q welche von v0 auf 0 abgebremst wird
mit a = − v0

τ
, weit entfernt, viel später, sodass

r ∼ cT ≫ x0 gilt.
Satz

Eθ

Er
=

v0T sin(θ)

cτ
.

Satz Der radiale Anteil des Feldes ist stetig.
Er = q

4πε0R2 . Somit ist

Eθ = −qa sin(θ)

4πε0c2R
.

Satz (Energiedichte des Tangentialfeldes)

UEθ =
ε0
2

˚
R<r<R+cτ

E2
θdV =

1

3

q2a2

4πε0c3
τ.
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Satz (Larmorleistung)

P =
2

3

q2a2

4πε0c3
.

Kräfte auf bewegte Ladungen

Satz (Kräftetransformation) Es ruhe ein Teil-
chen in K′.

F ′
∥ = F∥, F ′

⊥ = γF⊥.

Wechselwirkung bewegter Ladungen
Satz Ein Teilchen welches an einem Strom vor-
beifliegt erfährt eine Kraft

Fy =
qI

2πε0c2
v

d
.

Magnetische Felder

Definition des magnetischen Feldes
Def. (Biot-Savart Kraft)

dF = I(dl×B).

Das Ampère’sche Gesetz
Satz (Ampère’sches Gesetz)˛

∂A

B · ds = µ0Ienc = µ0

¨
A

Jda.

Satz (Ampère Differentiell)

∇×B = µ0J .

Satz (Gauss für Magnetismus) Es gibt keine ma-
gnetischen Monopole.

∇ ·B = 0.

Satz (Eindeutigkeitssatz) Für eine gegebene
Stromverteilung J(r) gibt es ein eindeutiges Ma-
gnetfeld B(r).

Das Vektorpotential
Def. (Vektorpotential) Da ∇·B = 0 existiert ein
Vektorpotential A, sodass

B = ∇×A.

Konzept Das Vektorpotential wird mit ∇·A = 0
(Coulomb-Eichung) bestimmt.
Satz Das Vektorpotential einer Stromverteilung
J(r) ist gegeben durch

A(r) =
µ0

4π

˚
R3

J(r′)

|r − r′|dV
′.

Das Biot-Savart’sche-Gesetz
Satz (Biot-Savart’sches Gesetz) Ein kleines Stü-
ck eines stromdurchflossenen Leiters dl erzeugt
ein Magnetfeld

dB =
µ0

4π

Idl× r̂

r2
.

Einige Beispiele
Satz (Unendlicher Draht)

B(r) =
µ0I

2πr
ϕ̂.

Satz (Unendliche Spule)

B(r) =

{
0 r < R

µ0nIẑ r > R
.

n = N
l
: Windungsdichte

Satz (Energiedichte des Magnetfeldes)

u =
1

2µ0
B2.

Relativistische Transformationen

Satz (Relativistische Transformation)

E′
∥ = E∥

E′
⊥ = γ(E⊥ + c · β ×B⊥)

B′
∥ = B∥

B′
⊥ = γ(B⊥ − 1

c
β ×E⊥).

Magnetische Induktion

Entstehung der Induktion
Def. (Elektromotorische Kraft)

E =

˛
(E + v ×B) · ds.

Konzept In einem bewegten Leiter ist E = 0
und somit

E =

˛
v ×B · ds.

Das Faraday’sche Gesetz
Def. (Magnetischer Fluss)

ΦB =

¨
A

B · da.

Satz (Faraday’sches Gesetz)

E = −dΦB

dt
= − d

dt

¨
A

B · da.

Satz (Faraday’sches Gesetz Differentiell)

∇×E = −∂B

∂t
.

Herleitung nur für stationäre Flächen, mit Satz
von Stokes.

Das Lenz’sche Gesetz
Konzept (Lenz’sches Gesetz) Die magnetisch in-
duzierte EMF erzeugt ihrerseits ein Magnetfeld,
das der Änderung des Flusses entgegenwirkt.

Die gegenseitige Induktivität
Def. (Gegenseitige Induktivität)

M21 =
Φ21

I1
.

Φ21: Fluss durch Spule 2 aufgrund von Strom I1
in Spule 1.
Satz (Gegenseitige Induktivität Symmetrie)

M21 = M12.

Satz
E21 = −M21

dI1
dt

.

Die Selbstinduktivität
Def. (Selbstinduktivität)

L =
Φ

I
= M11.

Φ: Fluss durch die Spule aufgrund von Strom I
in derselben Spule.
Bsp. (Stromkreis) Gegeben ein Stromkreis mit
Spannung E0, Widerstand R und Selbstindukti-
vität L. Mit Kirchhoff folgt

E0 − L
dI

dt
−RI = 0.

Lösen der ODE mit Anfangsbedingung I(0) = 0
ergibt

I(t) =
E0

R
(1− e−

R
L

t).

Satz (Selbstinduktivität der Spule)

L =
µ0N

2A

l
.

N : Anzahl Windungen, A: Querschnittsfläche, l:
Länge der Spule.

Satz (Energie der Selbstinduktivität)

W =
1

2
LI2.

Satz (Energiedichte des Magnetfeldes)

u =
1

2µ0
B2.

Wechselströme
Def. (Allgeines Problem) Die Spannungsquelle
ist der Treiber und der Strom die Antwort. Wir
Wollen die Amplitude und Phase der Antwort fin-
den.

Freier, gedämpfter RLC-Kreis
Konzept Für L,R,C in Serie gilt

Q = CV, I = Q̇ = CV̇ .

Mit Kirchhoff folgt

LC
d2V

dt2
+RC

dV

dt
+ V = 0

V̈ +
R

L
V̇ +

1

LC
V = 0.

Wir haben also ω0 = 1√
LC

und ρ = R
2L

.

Wechselspannung und Motor
Konzept Eine Leiterschleife, welche in einem ho-
mogenen Magnetfeld rotiert, erfährt eine EMF

E = NBAω sin(ωt).

Dies erzeugt eine Wechselspannung.

Konzept (Motor) Wenn man auf eine Leiter-
schleife im homogenen Magnetfeld eine Wechsel-
spannung legt, so erfährt sie ein Drehmoment

τ = NIAB sin(ωt).
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Wechselstromkreise
Satz (Spannungsbfälle)

VR = −IR, VL = −L
dI

dt
, VC =

Q

C
.

Satz (RL-Stromkreis)

I0 =
E0√

R2 + (ωL)2
, tanα = −ωL

R
.

Strom zu spät and der Induktivität.
Satz (RC-Stromkreis)

I0 =
E0√

R2 + 1
ω2C2

, tanα =
1

ωRC
.

Strom eilt vor am Kondensator.
Def. wL heisst induktiver Widerstand, 1

ωC
heisst

kapazitiver Widerstand.
Satz (Serieller RLC-Stromkreis)

I0 =
E0√

R2 + (ωL− 1
ωC

)2
, tanα =

1
ωC

− ωL

R
.

Satz (Resonanzfrequenz)

ωmax =
1√
LC

= ω0.

Konzept (Gekoppelter LRC-Kreis) Zwei RLC-
Kreise nebeneinander können durch gegenseitige
Induktivität gekoppelt werden. Die Differential-
gleichungen sind

L1Q̈1 +R1Q̇1 +
Q1

C1
+MQ̈2 = 0

L2Q̈2 +R2Q̇2 +
Q2

C2
+MQ̈1 = 0

Komplexe Zahlen
Def. (Admittanz und Impedanz) Für I, V kom-
plex,

Y =
V

I
, Z =

1

Y
.

Y : Admittanz, Z: Impedanz.

Satz (Admittanzen und Impedanzen) Es gilt:
Admittanz Y Impedanz Z

R 1
R

R

L −i
ωL

iωL

C iωC −i
ωC

Satz (Paralleler RLC-Stromkreis)

Y =
1

R
+ i

(
ωC − 1

ωL

)
.

I0 = E0

√
1

R2
+

(
ωC − 1

ωL

)2

, tanα = RωC− R

ωL

Leistungsaufnahme des Kreises
Bei der Leistung darf nicht komplex gerechnet
werden, da ℜ(IV ) ̸= ℜ(I)ℜ(V ).
Satz (Leistung)

⟨P ⟩ = ⟨UI⟩ = 1

2
I0V0 cosα.

α: Phasenverschiebung zwischen I und V .
Def. (Effektivspannung / Strom) Zur einfache-
ren Berechnung der Leistung:

Veff =
V0√
2
, Ieff =

I0√
2
.

Der Transformator
Satz (Energieverlust im Kabel)

∆Pel

Pel
=

I2R

IV
=

PelR

V 2
.

Def. (Transformator) Ein Transformator besteht
aus zwei Spulen mit Windungszahlen N1 und N2,
welche ineinander liegen und so den Fluss teilen.
Satz

V1

V2
=

N1

N2
=

I2
I1

.

Maxwellgleichungen & Wellen

Bisherige Gleichungen
Satz (Inkosistenz des Ampère’schen Gesetzes)

∇×B = µ0J .

Es gilt ∇·(∇×B) = 0 aber ∇·(µ0J) = −µ0
∂ρ
∂t

̸=
0.
Def. (Verschiebungsstrom)

JV = ε0
∂E

∂t
.

Satz (Ampère-Maxwell’sches Gesetz)

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
.

Satz (Kontinuitätsgleichung) Zeitliche Ableitu-
ng des Gauss’schen Gesetzes und Einsetzen in
die Divergenz des Ampère-Maxwell’schen Geset-
zes ergibt

∇ · J +
∂ρ

∂t
= 0.

Die Maxwellgleichungen

Satz (Maxwellgleichungen)

∇ ·E =
ρ

ε0

∇ ·B = 0

∇×E = −∂B

∂t

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
.

Homogene Wellengleichung
Satz (Homogene Wellengleichung) Im Vakuum
(ρ = 0, J = 0) gilt

∇2E − µ0ε0
∂2E

∂t2
= 0, ∇2B − µ0ε0

∂2B

∂t2
= 0.

Dies folgt aus Anwendung der Rotation auf die
3. und 4. Maxwellgleichung.
Satz (Lineare Welle)

E = x̂E0 sin(kz − ωt)

B = ŷB0 sin(kz − ωt).

Es folgt durch einsetzen,

c =
1

√
µ0ε0

, E0 = cB0.

Wichtig: Beide Ansätze hinschreiben gibt Punk-
te!
Satz Elektromagnetische Wellen sind Transver-
salwellen, mit E ⊥ B. Es gilt

B =
k

ω
×E.

Satz Elektromagnetische Wellen transportieren
Energie mit der Poynting-Vektor

S =
1

µ0
E ×B.

Satz (Energiedichte der Welle)

u =
1

2
ε0E

2 +
1

2µ0
B2 =

1

cµ0
E ·B.

Def. (Poynting Vektor)

S =
1

µ0
E ×B.

Satz (Poynting Theorem)

∂(umech + uem)

∂t
+∇ · S = 0.

Satz (Intensität mit Poynting Vektor)

I = ⟨S⟩ = 1

2µ0
E0B0 =

1

2
cε0E

2
0 =

1

2

c

µ0
B2

0 .

Der Faktor 1
2

kommt von der Mittelung über eine
Periode.

Satz (Impulsdichte Elektromagnetischer Wellen)

π =
S

c2
.

Herleitungen

Satz (Herleitung der Wellengleichung)

∇2E − µ0ε0
∂2E

∂t2
= 0, ∇2B − µ0ε0

∂2B

∂t2
= 0.

Folgt aus Anwendung der Rotation auf die 3. und
4. Maxwellgleichung und der Vektoridentität

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A.

Satz (Geschwindigkeit EM-Welle)

c =
1

√
µ0ε0

.

Folgt aus berechnen von Rotation und zeitl. Ab-
leitung der Welle und einsetzen in die 3. und 4.
Maxwellgleichung.

Felder in Materie

Beobachtungen

Konzept Einfügen eines Dielektrika in einen
Plattenkondensator ändert die Kapazität zu

C = εCvak.

ε: Dielektrizitätskonstante (Festkörper: 2-10,
Flüssigkeiten: 20-80).
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Elektrische Dipole
Def. (Elektrischer Dipol) Ein elektrischer Di-
pol besteht aus zwei entgegengesetzt geladenen
Punkten mit Abstand d. Das Dipolmoment ist
definiert als

p = qd.

d: Vektor von der negativen zur positiven La-
dung.
Def. (Dipolmoment)

p =

˚
R3

rρ(r)dV.

Satz (Drehmoment auf Dipol)

τ = p×E.

Satz (Energie eines Dipols)

U = −p ·E.

Satz (Kraft auf Dipol)

F = (p · ∇)E.

Atomare Dipole
Satz (Induzierter Dipol) Ein Atom in einem elek-
trischen Feld erfährt ein Dipolmoment

p = αε0E.

α: Polarisierbarkeit des Atoms.

Felder polarisierter Materie
Def. (Polarisationsdichte)

NpdV = PdV.

P : Polarisationsdichte, N : Anzahl der Atome pro
Volumen.
Satz (Implizierte Oberflächenladungen)

σ = P · n̂.

n̂: Normalenvektor der Oberfläche.
Def. (Relative Dielektrizitätskonstante)

ε =
Evak

Eres
.

Elektrische Flussdichte
Def. (Elektrische Flussdichte)

D = ε0E + P .

Satz D = εε0E

Wellen in Dielektrika
Satz (Gaussches’ Gesetz)

∇ ·D = ρfrei.

Satz

∇Jgeb = −∂ρgeb

∂t
=

∂

∂t
∇ · P =⇒ Jgeb =

∂P

∂t
.

Satz (Ampère-Maxwell’sches Gesetz)

∇×B = µ0Jfrei + µ0
∂D

∂t
.

Konzept (Welle in Dielektrikum)

E = x̂E0 sin(kz − ωt)

B = ŷB0 sin(kz − ωt).

Es folgt durch einsetzen,

c =
1

√
µ0ε

, E0 = cB0.

Magnetische Dipole
Def. (Magnetischer Dipol) Ein magnetischer Di-
pol besteht aus einem kleinen Stromkreis mit
Strom I und Fläche A. Das magnetische Dipol-
moment ist definiert als

µ = IAn̂.

n̂: Normalenvektor der Fläche.
Satz (Drehmoment auf magnetischen Dipol)

τ = µ×B.

Satz (Kraft auf magnetischen Dipol)

F = (µ · ∇)B.

Maxwell in Materie
Def. (D und H in linearen Medien)

D = εε0E

B = µµ0H.

Satz (Maxwellgleichungen in Materie)

∇ ·D = ρfrei

∇ ·B = 0

∇×E = −∂B

∂t

∇×H = Jfrei +
∂D

∂t
.

Def. (Poynting Vektor)

S = E ×H.

Def. (Energiedichte)

u =
1

2
E ·D +

1

2
B ·H.

Ferromagnetismus
Konzept (Hysterese) Ferromagnetische Mate-
rialien zeigen eine Hysterese, d.h. die Magneti-
sierung hängt von der Geschichte des angelegten
Magnetfeldes ab.

Konstanten

c = 2.998× 108 ms−1

ε0 = 8.854× 10−12 AsV−1 m−1

µ0 = 1.257× 10−6 V sA−1 m−1

e = 1.602× 10−19 C

me = 9.109× 10−31 kg

mp = 1.673× 10−27 kg.

Mathematik
Vektoranalysis

Satz (Satz von Gauss)¨
∂V

F · da =

˚
∇ · F · dV.

Satz (Satz von Stokes)ˆ
∂A

Fds =

¨
A

∇× F · da.

Satz (Vektoridentitäten)

∇ · (∇× F ) = 0

∇× (∇f) = 0

∇ · (fF ) = f∇ · F + F · ∇f

∇× (fF ) = f∇× F + (∇f)× F

∇× (∇× F ) = ∇(∇ · F )−∇2F .

Einige Integrale
ˆ

x

(a2 + x2)
dx = − 1√

a2 + x2
+ C

ˆ
1

(a2 + x2)3/2
dx =

x

a2
√
a2 + x2

+ C

ˆ 2π

0

sin2 θdθ =

ˆ 2π

0

cos2 θdθ = π.

Differentialgleichungen
Satz (Lineare ODE Erster Ordnung) Die Lösung
der ODE y′ + p(x)y = 0 ist gegeben durch

y(x) = Ce−
´
p(x)dx.

Für den Inhomogenen Fall rate partikuläre Lö-
sung yp und allgemeine Lösung y = yp + yh.

Harmonischer Oszillator

Satz (Schwache Dämpfung (ρ < ω0))

x(t) = x0 · e−ρt cos(ωt).

ω =
√

ω2
0 − ρ2: gedämpfte Eigenfrequenz.

Satz (Kritische Dämpfung (ρ = ω0))

x(t) = Ae−ρt(1 +Bt).

Satz (Starke Dämpfung (ρ > ω0))

x(t) = Ae−λ1t +Be−λ2t.

λ1,2 = ρ±
√

ρ2 − ω2
0 : reelle Eigenfrequenzen.

Trigonometrie

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x)

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x)

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

cos(x) + cos(y) = 2 cos
(x+ y

2

)
cos

(x− y

2

)
cos(x)− cos(y) = −2 sin

(x+ y

2

)
sin

(x− y

2

)
sin(x) + sin(y) = 2 sin

(x+ y

2

)
cos

(x− y

2

)
sin(x)− sin(y) = 2 cos

(x+ y

2

)
sin

(x− y

2

)
.
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Klassische Probleme - Klassi-
sche Lösungen

Satz (E-Feld eines unendlichen Drahtes)

E =
λ

2πε0r
r̂.

Herleitung ohne Gauss, mit Coulomb Integral:
Da das Problem rotationssymmetrisch um die
z−Achse ist, können wir das Integral in Zylinder-
koordinaten lösen. Wir betrachten den Draht ent-
lang der z−Achse und wollen das E-Feld in einem
Punkt P in der xy−Ebene berechnen. Wir setzen
den Punkt P auf die y−Achse, also P = (0, r, 0).
Der Draht hat eine lineare Ladungsdichte λ. So-
mit gilt für das E-Feld in P :

E =

ˆ
z−axis

λ

4πε0
√

x2 + y2 + z2
3

 x
y
z

 dz

=

∞̂

−∞

λ

4πε0
√
r2 + z2

3

 0
r
z

 dz

Wir können die z und y Komponenten separat
betrachten. Für die z Komponente erhalten wir
0, da z√

z2+y2
3 eine ungerade Funktion ist (sie ist

punktsymmetrisch zum Ursprung) und das Inte-
gral einer ungeraden Funktion über ein symme-
trisches Intervall immer null ist.

Für die y Komponente erhalten wir

Ey =

∞̂

−∞

λ

4πε0

r
√
r2 + z2

3 dz =
λ

4πε0

∞̂

−∞

r
√
r2 + z2

3 dz.

Nachschlagen in der Formelsammlung ergibt

Ey =
λ

4πε0

[
z

r2
√
r2 + z2

]∞

−∞

=
λ

4πε0

(
1

r
−

(
−1

r

))
=

λ

2πε0r
.

Satz (Biot Savart auf Kreisring) Wir nutzen
das Biot-Svart’sche Gesetz, um das Feld dB auf
Grund des Stromes in dl zu berechnen, und nut-
zen, dass für alle Orte auf der z-Achse gilt, dl ⊥ r.

dB =
µ0

4π

Idl× r̂

r2
=

µ0

4π

Idl

R2 + z2
B̂.

Durch Integration über die ganze Stromschleife
erhalten wir

B =

˛
dB =

µ0I

4π(R2 + z2)

˛
dlB̂.

Da
¸
dl = 2πR gilt und aus symmetriegründen

B̂ = ẑ, korrigieren wir B̂ um den Faktor R√
R2+z2

und erhalten

B =
µ0I

4π(R2 + z2)
2πR

R√
R2 + z2

ẑ =
µ0IR

2

2(R2 + z2)3/2
ẑ.

Satz (B-Feld einer rotierenden, geladenen Schei-
be auf der Z-Achse) Aufgabe: Eine dünne Kreis-
scheibe mit Radius R trägt eine gleichmäßige Flä-
chenladung Q. Die Scheibe liegt in der xy-Ebene
mit dem Zentrum im Ursprung und rotiert mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit ω um die z-
Achse. Berechne das Magnetfeld B(z) in einem
Punkt P = (0, 0, z) auf der Rotationsachse.

B(z) =
µ0Qω

2πR2

(
R2 + 2z2

2
√
R2 + z2

− |z|
)
êz.

Herleitung: Die Flächenladungsdichte der Sch-
eibe beträgt σ = Q

πR2 . Wir betrachten die Scheibe
als eine Überlagerung von infinitesimalen Strom-
ringen mit Radius r und Breite dr.

Die Ladung eines Ringes ist dq = σ · dA =
σ · 2πrdr. Da der Ring in der Periodendauer
T = 2π

ω
rotiert, erzeugt er den Strom:

dI =
dq
T

=
ω

2π
σ(2πrdr) = σωrdr.

Das Magnetfeld eines einzelnen Stromrings mit
Radius r und Strom dI im Abstand z auf der
Achse ist nach Biot-Savart gegeben durch:

dBz =
µ0dIr2

2(r2 + z2)3/2
=

µ0σωr
3

2(r2 + z2)3/2
dr.

Aus Symmetriegründen heben sich die Kompo-
nenten in der xy-Ebene auf (Bx = By = 0). In-
tegration über den gesamten Radius r ∈ [0, R]
ergibt:

Bz =
µ0σω

2

ˆ R

0

r3

(r2 + z2)3/2
dr.

Wir nutzen die Substitution u = r2 + z2 =⇒
du = 2rdr sowie r2 = u− z2:

Bz =
µ0σω

4

ˆ R2+z2

z2

u− z2

u3/2
du

=
µ0σω

4

ˆ R2+z2

z2

(
u−1/2 − z2u−3/2

)
du

=
µ0σω

4

[
2
√
u+

2z2√
u

]R2+z2

z2

=
µ0σω

2

(√
R2 + z2 +

z2√
R2 + z2

− 2|z|
)
.

Einsetzen von σ = Q
πR2 und Zusammenfassen der

Brüche liefert das finale Ergebnis.

Satz (Induzierte Spannung an einem bewegten
Stab im zeitabhängigen B-Feld) Aufgabe: Ein
leitender Stab der Länge l gleitet mit konstanter
Geschwindigkeit v auf zwei parallelen, reibungs-
freien Schienen. Zur Zeit t = 0 befindet sich der
Stab bei x = 0. Das System befindet sich in einem
ortshomogenen, aber zeitabhängigen Magnetfeld
B(t) = B0e

−t/τ êz. Berechne die induzierte Span-
nung Uind(t) in der Leiterschleife und bestimme
den Zeitpunkt tmax, an dem die Spannung be-
tragsmäßig maximal ist.

Uind(t) = −B0lve
−t/τ

(
1− t

τ

)
, tmax = 2τ.

Herleitung: Der magnetische Fluss ΦB(t) durch
die vom Stab und den Schienen aufgespannte Flä-
che A(t) ist definiert als:

ΦB(t) =

ˆ
A(t)

B(t) · dA.

Da das Magnetfeld senkrecht auf der Fläche steht
und ortshomogen ist, gilt mit der zeitabhängigen
Fläche A(t) = l · x(t) = lvt:

ΦB(t) = B(t) ·A(t) = B0e
−t/τ · (lvt).

Nach dem Induktionsgesetz von Faraday ist die
induzierte Spannung gegeben durch die totale
Zeitableitung des Flusses:

Uind(t) = −dΦB

dt
= −

(
dB(t)

dt
A(t) +B(t)

dA(t)

dt

)
= −

(
−B0

τ
e−t/τ · (lvt) +B0e

−t/τ · (lv)
)

= −B0lve
−t/τ

(
1− t

τ

)
.

Zur Bestimmung des Extremums setzen wir die
Ableitung der Spannung gleich null:

dUind

dt
= −B0lv

(
− 1

τ
e−t/τ

(
1− t

τ

)
+ e−t/τ

(
− 1

τ

))
=

B0lv

τ
e−t/τ

(
2− t

τ

)
= 0.

Da e−t/τ ̸= 0, folgt direkt 2− t
τ
= 0 =⇒ tmax =

2τ .

Satz (Energieaufteilung beim relativistischen
Zweikörperzerfall) Aufgabe: Ein instabiles Teil-
chen der Masse M befindet sich im Ruhesystem
und zerfällt in zwei Teilchen mit den Massen m1

und m2 = 0 (z.B. ein Photon oder Neutrino).
Berechne die Energie E1 und E2 der Zerfallspro-
dukte.

E1 =
M2 +m2

1

2M
c2, E2 =

M2 −m2
1

2M
c2.

Herleitung: Wir nutzen die Erhaltung des Vie-
rerimpulses:

Pµ
M = Pµ

1 + Pµ
2 .

Im Ruhesystem des Ausgangsteilchens gilt Pµ
M =

(Mc,0). Wir stellen die Gleichung nach Pµ
2 um,

um die Größen des masslessen Teilchens 2 auf ei-
ne Seite zu isolieren:

Pµ
2 = Pµ

M − Pµ
1 .

Nun bilden wir das Lorentz-invariante Skalarpro-
dukt (Minkowski-Quadrat) auf beiden Seiten:

(P2)
2 = (PM − P1)

2 = P 2
M + P 2

1 − 2PM · P1.

Unter Verwendung der relativistischen Masse-
Energie-Beziehung PµPµ = m2c2 erhalten wir:

• (P2)
2 = m2

2c
2 = 0 (da m2 = 0)

• P 2
M = M2c2

• P 2
1 = m2

1c
2

• PM · P1 = (Mc,0) ·
(
E1
c
,p1

)
= ME1

Einsetzen dieser Ausdrücke liefert:

0 = M2c2 +m2
1c

2 − 2ME1.

Aufgelöst nach E1:

E1 =
M2 +m2

1

2M
c2.

Aus der Energieerhaltung EM = Mc2 = E1 +E2

folgt für E2:

E2 = Mc2 − E1 = Mc2 − M2 +m2
1

2M
c2

=
2M2 − (M2 +m2

1)

2M
c2 =

M2 −m2
1

2M
c2.
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Satz (Ladungsdichte und Potential einer ku-
gelsymmetrischen Feldverteilung) Aufgabe: Das
elektrische Feld im Inneren einer geladenen Ku-
gel mit Radius R (r ≤ R) sei gegeben durch
E(r) = Crnr̂ für Konstanten C > 0 und n > −1.
Bestimme die Ladungsdichte ρ(r) im Inneren so-
wie das elektrostatische Potential Φ(r) für alle r,
unter der Bedingung Φ(∞) = 0.

ρ(r) = ε0C(n+ 2)rn−1,

Φ(r ≤ R) =
C

n+ 1

(
n+ 2

n+ 1
Rn+1 − rn+1

)
.

Herleitung: Für die Ladungsdichte nutzen wir
die differentielle Form des Gauss’schen Satzes in
Kugelkoordinaten ∇ ·E = ρ

ε0
:

ρ(r) = ε0
1

r2
∂

∂r
(r2Er) = ε0

1

r2
∂

∂r
(Crn+2)

= ε0C(n+ 2)rn−1.

Die Gesamtladung Q der Kugel ergibt sich durch
Integration:

Q =

ˆ R

0

ρ(r)4πr2dr = 4πε0C(n+ 2)

ˆ R

0

rn+1dr

=
4πε0C(n+ 2)

n+ 2
Rn+2 = 4πε0CRn+2.

Für den Außenraum r ≥ R verhält sich die Kugel
wie eine Punktladung Q:

Eaußen(r) =
Q

4πε0r2
=

CRn+2

r2

=⇒ Φaußen(r) =

ˆ ∞

r

Eaußen(r
′)dr′ =

CRn+2

r
.

Am Kugelrand r = R muss das Potential stetig
sein: Φ(R) = CRn+1. Für das Innengebiet r ≤ R
berechnen wir das Potential über das Linieninte-
gral von r nach R:

Φ(r) = Φ(R) +

ˆ R

r

Einnen(r
′)dr′

= CRn+1 + C

ˆ R

r

(r′)ndr′

= CRn+1 +
C

n+ 1

(
Rn+1 − rn+1)

=
C

n+ 1

(
(n+ 2)Rn+1 − rn+1) .

Satz (Spannungsspitze beim Ausschalten einer
reellen Spule) Aufgabe: Eine Spule mit Induk-
tivität L und Innenwiderstand R1 ist an eine

Gleichspannungsquelle U0 angeschlossen. Parallel
zur Spule liegt ein Lastwiderstand R0. Für t < 0
befindet sich das System im stationären Zustand.
Bei t = 0 wird die Spannungsquelle schlagartig
getrennt. Berechne den Stromverlauf I(t) durch
die Spule sowie die am Widerstand R0 anliegende
Spannung UR0(t) für t ≥ 0.

UR0(t) = U0
R0

R1
e−

R1+R0
L

t.

Herleitung: 1. Stationärer Zustand (t < 0):
Die Spule wirkt für Gleichstrom wie ein Kurz-
schluss. Der Strom fließt vollständig durch R1:

IL(0
−) =

U0

R1
.

2. Maschenregel für t ≥ 0: Da der Strom durch
eine Induktivität nicht stetig springen kann, gilt
IL(0

+) = IL(0
−) = U0

R1
. Nach dem Öffnen bildet

sich ein geschlossener Maschenstromkreis aus L,
R1 und R0. Die Maschenregel lautet:

− UL(t) + I(t)R1 + I(t)R0 = 0

=⇒ L
dI
dt

+ I(t)(R1 +R0) = 0.

Dies ist eine homogene Differentialgleichung 1.
Ordnung mit der Lösung:

I(t) = I(0+)e−t/τ mit τ =
L

R1 +R0
.

3. Spannung am Widerstand R0:

UR0(t) = I(t)·R0 =
U0

R1
R0e

−R1+R0
L

t = U0
R0

R1
e−t/τ .

Physikalische Bemerkung: Ist R0 ≫ R1, so über-
steigt die induzierte Spannung im Umschaltmo-
ment den Wert der ursprünglichen Versorgungs-
spannung um ein Vielfaches (UR0(0

+) ≫ U0).
Satz (Poynting-Vektor und Strahlungsdruck ei-
ner ebenen Welle) Aufgabe: Eine ebene elek-
tromagnetische Welle breitet sich im Vakuum
in z-Richtung aus. Das elektrische Feld lautet
E(z, t) = E0 cos(kz − ωt)êy. Berechne das da-
zugehörige Magnetfeld B(z, t), den Poynting-
Vektor S(z, t) sowie den mittleren Strahlungs-
druck prad, den die Welle bei senkrechtem Einfall
auf eine perfekt absorbierende Fläche ausübt.

B = −E0

c
cos(kz − ωt)êx,

S =
E2

0

µ0c
cos2(kz − ωt)êz, prad =

1

2
ε0E

2
0 .

Herleitung: Das Magnetfeld berechnen wir über
das Induktionsgesetz ∇×E = − ∂B

∂t
. Die Rotati-

on von E in Kartesischen Koordinaten ergibt:

∇×E =

− ∂Ey

∂z

0
0

 =

E0k sin(kz − ωt)
0
0

 .

Gleichsetzen mit − ∂B
∂t

und Integration nach t
(unter Ausnutzung von c = ω

k
):

B(z, t) = −
ˆ E0k sin(kz − ωt)

0
0

 dt

= −E0k

ω
cos(kz − ωt)êx

= −E0

c
cos(kz − ωt)êx.

Der Poynting-Vektor S = 1
µ0

(E × B) bestimmt
den Energiefluss:

S =
1

µ0

(
E0 cos(kz − ωt)êy ×

(
−E0

c
cos(kz − ωt)êx

))
=

E2
0

µ0c
cos2(kz − ωt)êz.

Die zeitlich gemittelte Intensität ⟨I⟩ = ⟨|S|⟩ mit
⟨cos2(θ)⟩ = 1

2
und c = 1√

ε0µ0
ist:

⟨I⟩ = E2
0

2µ0c
=

1

2
ε0cE

2
0 .

Bei vollständiger Absorption wird die Impuls-
dichte p = ⟨I⟩

c
übertragen. Der Strahlungsdruck

entspricht genau diesem Impulsübertrag pro Zeit
und Fläche:

prad =
⟨I⟩
c

=
1
2
ε0cE

2
0

c
=

1

2
ε0E

2
0 .
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